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Zusammenfassung: Baumdiagramme und Pfadre-
geln sind ein verbindlicher Lerninhalt im schulischen
Stochastikunterricht der Sekundarstufen I und II. Im
Themenfeld Stochastik finden sich viele spannende
Probleme, fiir deren Losungsfindung die Nutzung von
Baumdiagrammen hilfreich ist. Anhand ausgewdhl-
ter Beispiele beleuchtet dieser Artikel, wie Baumdia-
gramme den Prozess des Losens solcher Probleme
unterstiitzen konnen. Dariiber hinaus wird darauf
eingegangen, welches Grundwissen und -konnen
notwendig ist, damit Baumdiagramme flexibel als
heuristisches Werkzeug beim Problemldsen einge-
setzt werden konnen.

1 Einleitung

Da sich dieser Artikel mit dem Ldsen stochastischer
Probleme befasst, soll zundchst der Frage nachge-
gangen werden, was eigentlich ein Problem kenn-
zeichnet und von einer (Routine-)Aufgabe unter-
scheidet. Inwiefern handelt es sich zum Beispiel bei
den beiden folgenden stochastischen Aufgaben, auf
die in diesem Artikel noch eingegangen wird, um
Probleme?

Mensch drgere dich nicht: Um beim Spiel ,, Mensch dr-
gere dich nicht* das Haus verlassen zu diirfen, muss
eine Sechs geworfen werden. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit wirft man nach spdtestens zwei (drei) Wiirfen
eine Sechs und darf das Haus verlassen? (abgewandelt
nach Kriiger et al. 2015, S. 141)

Einsen vor der ersten Sechs: Ein fairer Wiirfel wird so
lange geworfen, bis die erste Sechs auftritt. Wie wahr-
scheinlich ist es, vorher mindestens eine Eins zu wer-
fen? (Henze et al. 2021, S. 2)

Die erste der beiden Aufgaben wird fiir Personen
mit grundlegenden stochastischen Kenntnissen wohl
kein Problem darstellen. Anders sieht es fiir Schiile-
rinnen und Schiiler aus, die gerade erst begonnen ha-
ben, sich mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu be-
schéftigen. Ob es sich um ein Problem handelt, héngt
(nicht nur in der Stochastik) vom Vorwissen des be-
arbeitenden Individuums ab. Probleme sind somit
Aufgaben, fiir deren Losung eine subjektive Hiirde
iiberwunden werden muss, die also subjektiv schwie-
rig sind. Der Prozess, des Uberwindens dieser Hiir-
den wird als Problemldsen bezeichnet (Bruder et al.
2015, S. 279). Personen, denen das Uberwinden von
subjektiven Hiirden leichter fillt als anderen, verfii-

gen oft liber ein hohes Mal} an geistiger Beweglich-
keit (Bruder 2002, S. 32). Sie sind in der Lage, Pro-
blemstellungen auf das Wesentliche zu reduzieren,
Gedankengidnge umzukehren und Abhéngigkeiten
zwischen den Aspekten eines Problems zu erkennen,
indem sie diese gleichzeitig betrachten. Sie kdnnen
einzelne Aspekte gezielt fokussieren und variieren
und Gedankenginge auch gegen Widerstidnde durch-
halten. Dariiber hinaus féllt es ihnen leicht, ein Pro-
blem aus verschiedenen Blickwinkeln zu betrachten
oder ein bekanntes Vorgehen auf einen anderen Kon-
text zu iibertragen (Bruder 2002, S. 33). Um auch
weniger geistig beweglichen Schiilerinnen und Schii-
lern erfolgreiches Problemldsen zu ermoglichen, gibt
es verschiedene Ansétze. Einer dieser Ansétze ist die
heuristische Schulung, das gezielte Bewusstmachen
von geeigneten Problemlosestrategien, den Heuris-
men (Bruder & Collet 2011, S. 36). Im Unterschied
zu einem Algorithmus ,,ist ein Heurismus eine fle-
xible Herangehensweise, die auf eine Vielzahl von
Problemen anwendbar ist, dafiir aber nicht unbedingt
auch sicher zum Ziel fiihrt.” (Holzdpfel et al. 2018,
S. 138). Von einer heuristischen Schulung konnen
auch Schiilerinnen und Schiiler profitieren, denen das
Uberwinden von subjektiven Hiirden von vorneher-
ein leichter fillt, indem sie ihr Vorgehen reflektieren
oder elegantere, schnellere Losungswege finden.

Wenden wir uns nun speziell stochastischen Proble-
men zu. ,,Unter einem stochastischen Problem wird
[...] ein Problem verstanden, bei dessen Formulie-
rung stochastische Elemente auftauchen oder zu des-
sen Losung explizit oder implizit stochastische Ele-
mente benétigt werden.” (Bea 1995, S. 5). Oftmals
geht das Losen solcher Probleme mit der Berechnung
von Wabhrscheinlichkeiten einher. Zahlreiche stoch-
astische Probleme waren in den vergangenen Jahr-
zehnten Ausgangspunkt fiir Artikel in dieser Zeit-
schrift. Dabei standen hiufig elegante Losungen und
Vorschldge fiir den Einsatz im Unterricht im Fokus.
Ein Werkzeug, das beim Losen stochastischer Pro-
bleme hilfreich sein kann, ist das Baumdiagramm.
Dieser Artikel nimmt daher eine andere Perspektive
ein, indem der gezielte Einsatz von Baumdiagram-
men als Werkzeug zum Problemldsen im Inhaltsbe-
reich der Stochastik thematisiert wird. Im Folgenden
wird herausgearbeitet, dass durch die Verwendung
von Baumdiagrammen zum einen die Bewiltigung
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von Anforderungen an die geistige Beweglichkeit
unterstiitzt werden kann und zum anderen, dass mit
deren Hilfe elegantere Losungswege gefunden wer-
den konnen. Bevor das Baumdiagramm im Kontext
stochastischer Problemaufgaben beleuchtet wird,
soll zunichst sein Nutzen im Mathematikunterricht
in den Blick genommen werden. Damit soll verdeut-
licht werden, welche niitzlichen Aspekte das Baum-
diagramm als Arbeitsmittel allgemein beinhaltet und
inwiefern Schiilerinnen und Schiiler es bereits im
Mathematikunterricht kennenlernen konnen, bevor
es in der Stochastik thematisiert wird.

2 Nutzen von Baumdiagrammen

Schon in der Grundschule lernen Schiilerinnen und
Schiiler Probleme im Themenfeld Kombinatorik mit-
hilfe von Baumdiagrammen zu 16sen (Sill & Kurt-
zmann 2019, S. 199). Beispielsweise lédsst sich die
Frage nach der Anzahl aller mdglicher Meniis, die
sich aus zwei verschiedenen Hauptspeisen und drei
verschiedenen Nachspeisen zusammenstellen lassen
mithilfe eines Baumdiagramms wie in Abb. 1 (links)
anschaulich durch Abzdhlen der Pfade 16sen. Um
diese Frage zu beantworten, miissen Schiilerinnen
und Schiiler alle moglichen nacheinander stattfinden-
den Handlungen oder Entscheidungen identifizieren,
was durchaus eine anspruchsvolle Aufgabe darstellen
kann (ebenda). Das Erstellen des Baumdiagramms
hilft hier, indem die Abfolge der Handlungen oder
Entscheidungen visualisiert wird. Es bietet zum ei-
nen eine iibersichtliche Darstellung der Entschei-
dungsmoglichkeiten und zum anderen die Moglich-
keit das zeitliche Nacheinander der getroffenen Ent-
scheidungen nachzuvollziehen.

Auch auBlerhalb der Kombinatorik werden Baum-
diagramme verwendet, um Abldufe von Handlungen
oder Entscheidungen darzustellen. Diese kdnnen
beispielsweise zum Einsatz kommen, um Rechenre-
geln in den rationalen Zahlen darzustellen (Vollrath
& Weigand 2003, S. 59). In Abb. 1 (rechts) wird die
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Entscheidungsbaum in der Kombinatorik

Abb. 1: Baumdiagramme in unterschiedlichem Kontexten
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Anwendung der Additionsregel veranschaulicht. Mit
der Visualisierung von Informationen durch ein
Baumdiagramm geht deren Strukturierung einher.
So lasst sich durch die Verwendung von Rechenbiu-
men zur Veranschaulichung der Vorrangregeln beim
Rechnen wie in Abb. 1 (Mitte) sowohl die Struktur
des Zahlenterms als auch das zeitliche Nacheinan-
der bei der Berechnung verdeutlichen. Auch im All-
tag werden Baumdiagramme zur Strukturierung und
Ordnung von Gedanken oder Informationen in Form
von Mindmaps oder Stammbédumen verwendet.

Im schulischen Kontext sind diese niitzlichen Aspek-
te von Baumdiagrammen insbesondere bei der Mo-
dellierung von stochastischen Sachsituationen durch
mehrstufige Zufallsexperimente' von Bedeutung. Das
Baumdiagramm ermdglicht es dabei, das zeitliche
Nacheinander, aber auch parallel bzw. voneinander
unabhéngig ablaufende Zufallsexperimente, sowie
die moglichen Ausgénge der Teilexperimente und de-
ren Wahrscheinlichkeiten auf einen Blick zu betrach-
ten. Eine besondere Bedeutung im Stochastikunter-
richt haben dabei sogenannte Héufigkeitsbaume, bei
denen nicht nur Wahrscheinlichkeiten oder relative
Haufigkeiten angegeben werden, sondern auch zu
erwartende absolute Héufigkeiten. Diese spielen bei
der Analyse von Daten aus Vierfeldertafeln oder be-
dingten Wahrscheinlichkeiten eine wichtige Rolle
(Kriiger et. al. 2015, S. 191, Binder et al. 2018).

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass die
tibersichtliche Darstellung und Strukturierung von
Informationen in Baumdiagrammen dabei helfen
kann, diese auf das Wesentliche zu reduzieren. Der
Aspekt der Reduktion beim Erstellen von Baumdia-
grammen bietet eine Moglichkeit, die Bewiltigung
von Anforderungen an die geistige Beweglichkeit
zu unterstiitzen (vgl. Kapitel 1). Wie sich dies in den
verschiedenen Phasen von Problemloseprozessen
konkretisieren kann und welche Rolle das Baumdia-
gramm in diesen Phasen einnimmt, wird im folgen-
den Kapitel dargestellt.

Haben die Summanden
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3 Das Baumdiagramm
im Problemléseprozess

Der Prozess des Problemldsens kann in die vier Pha-
sen Verstehen der Aufgabe, Aufstellen eines Plans,
Durchfiihren des Plans und Riickschau’ eingeteilt
werden (Pélya, 1949), wobei Pdlya mit ,,Aufga-
ben* keine Routineaufgaben, sondern Probleme be-
zeichnet. Anhand einer Auswahl von stochastischen
Problemen wird im Folgenden dargestellt, wie sich
Baumdiagramme in diesen Phasen des Problemldse-
prozesses als niitzliche Werkzeuge erweisen konnen.

3.1 Verstehen der Aufgabe und Aufstellen
eines Plans

Insbesondere in den ersten beiden Phasen eines Pro-
blemldseprozesses kann ein geeignetes Baumdia-
gramm hilfreich sein. Das Verstehen der Aufgabe
markiert den ersten, wichtigen Schritt der Losungs-
findung, in dem es darum geht, sich mit der Aufgabe
vertraut zu machen und ein tieferes Versténdnis fiir
sie zu entwickeln (Polya 1949, S. 19f.). Nach Polya
ist aber die ,eigentliche Leistung bei der Losung
einer Aufgabe [...], die Idee des Plans auszuden-
ken.” (Polya 1949, S. 22). Ein Plan ist dann gefun-
den, ,,wenn wir wissen oder wenigstens in Umrissen
wissen, welche Rechnungen, Umformungen oder
Konstruktionen wir ausfithren miissen, um die Un-
bekannte zu erhalten.” (ebenda). Da diese ersten bei-
den Phasen oft nicht klar voneinander getrennt wer-
den konnen, werden sie hier gemeinsam untersucht.
Polya formuliert fiir diese beiden und auch fiir die
folgenden Phasen Impulse in Form von Fragen, die
den Problemléseprozess in Gang halten sollen. Un-
ter anderem stellt er die Frage ,,Kannst du eine Figur
zeichnen?* um das Verstehen der Aufgabe zu fordern
(Polya 1949, S. 20). Das Baumdiagramm bietet hier
eine geeignete Visualisierung.

Als Beispiel betrachten wir das ,,Tennis Problem*:

Tennis Problem: Adam sagt zu seinem Sohn Abel: Du
bekommst mehr Taschengeld, wenn Du von 3 Tennis-
spielen 2 hintereinander gewinnst. Du musst abwech-
selnd gegen mich und Eva spielen. Er gewinnt eine
Partie gegen Adam bzw. Eva mit den Wahrscheinlich-
keiten a bzw. e, wobei a < e ist. Wenn er die Wahl hat,
soll er Adam-Eva-Adam oder Eva-Adam-Eva spielen?
(Engel 1987, S. 25)

Um dieses Problem mithilfe eines Baumdiagramms
zu 16sen, muss die Sachsituation zunédchst durch ein
dreistufiges Zufallsexperiment modelliert werden.
Die Modellierung und das Erstellen eines passenden-
den Baumdiagramms gehen mit dem Verstehen der
Aufgabe einher. Eine erste Schwierigkeit besteht hier

darin, dass fiir jede der beiden mdglichen Spielrei-
henfolgen ein eigenes Baumdiagramm erstellt wer-
den muss, in dem jeweils alle mdglichen Spielaus-
génge, also die Abfolge von Siegen und Niederlagen
fiir Abel, abgebildet werden. Die Teilexperimente
sind hier also die Spiele, die Abel hintereinander ge-
winnen oder verlieren kann. Schiilerinnen und Schii-
ler konnten stattdessen ein Baumdiagramm zeichnen,
das nicht die Abfolge der Spiele, sondern die beiden
Spielreihenfolgen abbildet, je nachdem, ob Abel erst
gegen Adam oder gegen Eva spielt. Das Mathema-
tisieren der Spielsituation in einem geeigneten sto-
chastischen Modell, hier zwei mehrstufiger Baum-
diagramme, das nicht nur den Wechsel der Gegner,
sondern auch die Ausginge der einzelnen Spiele von
Abel beinhaltet, stellt eine Hiirde dar.

Ein mdgliches Baumdiagramm fiir die Spielreihen-
folge Adam-Eva-Adam ist in Abb. 2 zu sehen. Fiir
die Reihenfolge Eva-Adam-Eva kann analog ein
Baumdiagramm erstellt werden.

Abel spielt gegen: a - S: Sieg
N: Niederlage
Adam S N
/ \—E / \— .
Eva S N S N
AT AAWAY
Adam s N S N S N S N

Abb. 2: Vollstdndiges Baumdiagramm fur die Rei-
henfolge Adam-Eva-Adam.

Die vollstindigen Baumdiagramme bieten nun einen
Ansatzpunkt zur Reduktion auf die fiir den weite-
ren Losungsprozess wichtigen Informationen. Dafiir
miissen diejenigen Pfade identifiziert werden, die zu
dem Ereignis ,,Abel gewinnt zweimal hintereinan-
der fiihren. Geiibte Problemldser werden eventuell
direkt Baumdiagramme wie in Abb. 3 zeichnen, die
auf diese Pfade reduziert sind. Wem das nicht gelingt,
dem hilft das vollstindige Baumdiagramm dabei die
Pfade zu finden, die Abel zu mehr Taschengeld ver-
helfen. Dabei kann zum einen erkannt werden, dass
der Ausgang des dritten Spiels nicht von Bedeutung
ist, wenn Abel bereits die ersten beiden Spiele ge-
wonnen hat und zum anderen, dass Abel nach einer
Niederlage im ersten Spiel sein Taschengeld nur dann
noch aufbessern kann, wenn er anschliefend zweimal
siegreich ist. Das Baumdiagramm unterstiitzt diesen
Schritt der Reduktion und kann somit helfen, ein
tieferes Verstindnis fiir die Aufgabe zu entwickeln.
Fiir das Erstellen eines reduzierten Baumdiagramms
muss héufig schon eine erste Idee fiir einen Plan zur
Losung der Aufgabe vorhanden sein, weil die interes-
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sierenden Pfade von diesem abhéngen. Wie eingangs
erwihnt verdeutlicht dieses Beispiel, dass die ersten
beiden Phasen des Problemldsens nicht klar vonein-
ander zu trennen sind.

a l1—a /\
S N S N
S S S S
/ /
S S

Abb. 3: Links Baumdiagramm fiir die Reihenfolge
Adam-Eva-Adam, rechts flir Eva-Adam-Eva

In diesem Problem ist der Plan durch das Erstellen
der (reduzierten) Baumdiagramme allerdings noch
nicht fertig aufgestellt. Es muss nun iiberlegt werden,
wie Abel mithilfe der gegebenen Informationen die
fir ihn vorteilhafte Spielreihenfolge herausfinden
kann. Dabei helfen die Pfadregeln bei der Berech-
nung der von a und e abhéngigen Wahrscheinlich-
keiten fiir den Doppelsieg von Abel in den beiden
Spielreihenfolgen

a-e+(1—a)-e- afir Adam-Eva-Adam und
e-a+(1—e)-a-efir Eva-Adam-Eva,

die anschlielend verglichen werden miissen. Das Er-
gebnis liegt hier bereits fast auf der Hand, wenn mit-
hilfe der Pfadregeln die beiden Gewinnwahrschein-
lichkeiten gefunden wurden. Etwas anders ist es in
folgendem, aus dem LEMAMOP Material (Bruder
et al. 2018) fiir die Jahrgangsstufe 11 entnommenen
stochastischen Problem, in dem das Aufstellen eines
Plans weitere Schritte erfordert, die unabhingig vom
Baumdiagramm erfolgen.

Problem der verbogenen Miinzen: Zwei verbogene
Miinzen, deren Seiten mit ,,0“ und , 1" beschriftet
sind, werden geworfen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten einer ,, 0" bei Miinze I sei p, bei der zweiten
Miinze heiffe sie q. Es soll die Summe der beiden ge-
worfenen Zahlen gebildet werden.

Untersuchen Sie, ob es Werte fiir p und q gibt, so dass
das Auftreten der Summen 0, 1 und 2 gleichwahr-
scheinlich ist.

Auch hier muss die Sachsituation zunéchst durch ein
zweistufiges Zufallsexperiment modelliert werden,
bevor ein Baumdiagramm erstellt werden kann. In
AbD. 4 ist zu sehen, wie sich die beiden Miinzwirfe
und deren Wahrscheinlichkeiten iibersichtlich dar-
stellen lassen.

Das Baumdiagramm unterstiitzt hier &hnlich wie im
,,Tennis Problem®, indem die Wahrscheinlichkeiten
fiir die Ereignisse ,,Summe ist 0, ,,Summe ist 1* und
»Summe ist 2 in Abhdngigkeit von p und ¢ mithilfe
der Pfadregeln bestimmt werden kdnnen:

P(,,Summe ist 0°) = p - ¢
P(,Summeist1“)=p-(1—¢)+(1—p)- g
P(,Summe ist 2°) = (1— p)-(1—g)

Anders als im ,,Tennis Problem* umfasst ein Plan
hier aber noch weitere Schritte, die unabhingig vom
Baumdiagramm erfolgen, ndmlich das Gleichsetzen
dieser Wahrscheinlichkeiten und eine Begriindung
dafiir, dass es nicht moglich ist, passende Werte fiir
p und g zu finden.

Diese beiden Beispiele verdeutlichen, wie das Baum-
diagramm die ersten beiden Phasen des Problemlo-
sens unterstiitzen kann. Dabei kommt den Pfadregeln
eine besondere Bedeutung zu, da sie genutzt werden
konnen, um Gleichungen aufzustellen die im weite-
ren Losungsprozess bendtigt werden. Die Pfadregeln
konnen bei der Losung vieler stochastischer Proble-
men zum Einsatz kommen, in denen Wahrscheinlich-
keiten berechnet werden miissen.

Baumdiagramme konnen dariiber hinaus auch den
Losungsprozess von (schwierigeren) Problemen un-
terstiitzen, die auf den ersten Blick nur mit vertieften
Mathematikkenntnissen zu bewéltigen sind, indem sie
eine Briicke zur Arbeit mit weiteren Heurismen bilden.
Dies soll anhand der anfangs angesprochenen Aufga-
be ,.Einsen vor der ersten Sechs® beleuchtet werden,
bevor die Rolle von Baumdiagrammen in den letzten
beiden Phasen des Problemldsens untersucht wird.

3.2 Das Baumdiagramm als Briicke
zur Arbeit mit Heurismen

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Aufgaben,
hat ein passendes Baumdiagramm fiir das Problem

q 1—q q 1—q
0 1 0 1
Abb. 4: Baumdiagramm zum ,Problem der verboge-
nen Minzen*




»Einsen vor der ersten Sechs™ (vgl. Kapitel 1) eine
unendliche Anzahl an Stufen. Weil das Zufallsexpe-
riment endet, sobald entweder eine Eins oder eine
Sechs geworfen wurde, hat ein mogliches Baumdia-
gramm, das in jeder Stufe bereits auf die relevanten
Pfade reduziert ist, die in Abb. 5 gezeigte Form. Die
fiir das Ereignis 4 = ,,mind. eine Eins vor der ersten
Sechs* giinstigen Ergebnisse sind markiert.

N

(=)

o

Abb. 5: Baumdiagramm zu ,Einsen vor der ersten
Sechs*

Hat man ein Baumdiagramm gefunden und damit
ein Verstdndnis fiir die Aufgabe entwickelt, muss
ein Plan ausgedacht werden: Alle fiir das Ereignis
A glinstigen Pfade enden mit einer Eins. Im Baum-
diagramm lassen sich die entsprechenden Pfadwahr-
scheinlichkeiten fiir die gezeichneten Stufen able-
sen, wodurch sich ein Muster erkennen ldsst und die
gesuchte Wahrscheinlichkeit mit der Additionsregel
und dem Reihenwert der geometrischen Reihe be-
rechnet werden kann’:

PA)=¢+5 ++(3 £+

6
=520

Im schulischen Stochastikunterricht kann Wissen
iiber die geometrische Reihe im Allgemeinen nicht
vorausgesetzt werden. Das Losen dieses Problems ist
trotzdem auf alternative Arten moglich. Grundlegend
fiir die folgenden Uberlegungen ist es zu erkennen,
dass die Wahrscheinlichkeit eine Eins vor der ersten
Sechs zu werfen unter der Bedingung, dass im ersten
Waurf eine der Zahlen 2 bis 5 geworfen wurde, genau-
so grof3 ist, wie zu Beginn des Wiirfelns. Hat man im
ersten Wurf keine Eins und keine Sechs geworfen, hat
man nichts weiter als Zeit verschwendet. Die Situa-
tion ist die Gleiche, wie zu Beginn des Experiments,
bei der Wahrscheinlichkeit fiir 4 handelt es sich also
um eine Invariante. Schiilerinnen und Schiilern kon-
nen die Invarianz der Wahrscheinlichkeit fiir 4 in den
einzelnen Stufen des Zufallsexperiments direkt am

1
2

Baumdiagramm entdecken. Wird die erste Stufe ge-
danklich abgeschnitten, so sicht das Baumdiagramm
noch genauso aus wie vorher, da es unendlich wei-
tergeht. In Abb. 6 wird dieser Zusammenhang durch
den grau markierten Bereich verdeutlicht.

Abb. 6: Visualisierung der Invarianz von P(A)

Die Wahrscheinlichkeit fiir 4 setzt sich also zusam-
men aus den Wahrscheinlichkeiten %, im ersten Wurf

eine Eins zu werfen und % P(4), im ersten Wurf

keine Eins und auch keine Sechs zu werfen und dann
in einem der spéteren Wiirfe eine Eins vor der ersten
Sechs zu werfen. Zusammengefasst fiithrt das zu:

P(4)=¢+% P(4)

Auflosen nach P(4) liefert wieder den Wert % Das

Baumdiagramm unterstiitzt hier dabei zu erkennen,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir 4 unter der Bedin-
gung, dass im ersten Wurf weder eine 1 noch eine 6
geworfen wurde, invariant ist’.

Eine weitere Moglichkeit, einen Plan zu finden, die
durch das Baumdiagramm motiviert werden kann,
beruht darauf, dass dieses eine gewisse Symmetrie
aufweist. Das Zufallsexperiment endet entweder
mit einer Eins oder mit einer Sechs. Betrachtet man
das Baumdiagramm in Abb. 5, so ist eine Symmet-
rie zwischen diesen beiden Ausgéngen zu erkennen.
Wird eine der Zahlen 2 bis 5 geworfen, so ist das,
wie bereits beschrieben, nur Zeitverschwendung.
Um das Experiment zu verkiirzen kdnnte man auch
die Zahlen 1 und 6 auf die Seiten einer fairen Miinze
schreiben und diese einmal werfen. Die Wahrschein-
lichkeit fiir 4, also dafiir, eine 1 zu werfen, ist dann

aus Symmetriegriinden %

Baumdiagramme koénnen also nicht nur durch Anwen-
dung der Pfadregeln den Problemldseprozess unter-
stiitzen. Sie konnen auch helfen, ein Problem aus ver-
schiedenen Blickwinkeln zu betrachten, indem Sym-
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metrien oder Invarianten gefunden beziehungsweise
konstruiert werden und damit ein Plan zum Ldsen der
Aufgabe aufgestellt wird’. Somit bieten sie einen An-
satzpunkt, die Bewiltigung von Anforderungen an die
geistige Beweglichkeit zu unterstiitzen. In Kapitel 4
werden Symmetrie- und Invarianziiberlegungen auf-
gegriffen und als Heurismen niher beleuchtet.

3.3 Ausfiihren des Plans und Riickschau

Ist der Plan ausgedacht, muss er ausgefiihrt werden.
Rott (2013, S. 79) schreibt, dass diese Phase frei von
heuristischen Elementen ist. Dem Baumdiagramm
kommt aber dennoch hiufig eine tragende Rolle zu,
da die gesuchten Wahrscheinlichkeiten mithilfe der
damit verbundenen Pfadregeln berechnet werden
konnen. Die Pfadmultiplikationsregel und -additi-
onsregel bieten eine Grundlage zum Losen vieler
stochastischer Probleme, da sie Verfahren liefern, mit
denen sowohl Wahrscheinlichkeiten von zusammen-
gesetzten Ergebnissen als auch von Ereignissen be-
rechnet werden konnen. Dabei spielt es keine Rolle,
ob die Teilexperimente stochastisch unabhingig sind
oder nicht. Dariiber hinaus bietet das Baumdiagramm
eine Tlbersichtliche Dokumentationsgrundlage, da
fehlende Wahrscheinlichkeiten an passenden Stellen
notiert werden konnen. So konnen beispielsweise
Wahrscheinlichkeiten von zusammengesetzten Ereig-
nissen, die mit der Pfadmultiplikationsregel berechnet
wurden, an die Enden der Pfade geschrieben werden,
bevor die Pfadadditionsregel angewendet wird.

Auch in der letzten Phase, der Riickschau, die von
Polya wie folgt charakterisiert wird, kann ein Baum-
diagramm niitzlich sein.

,,Durch Riickschau auf die vollendete Losung, durch
nochmaliges Erwdgen und Uberpriifen des Resultats
und des Weges, der dazu fiihrte, kénnen [Schiilerinnen
und Schiiler] ihr Wissen festigen und ihre Fdihigkeiten,
Aufgaben zu losen, entwickeln. “ (Polya 1949, S. 28)

Das Baumdiagramm ermoglicht es, das Zufallsexpe-
riment, welches die Sachsituation modelliert, zu tiber-
blicken und so eventuell weitere, alternative Losungs-
ansitze zu entdecken (vgl. Kapitel 3.2). AuBerdem
kann das vorliegende Problem mithilfe des Baumdia-
gramms mit frither bearbeiteten analogen Aufgaben
in Verbindung gebracht werden. Betrachtet man die
zum ,, Tennis-Problem* und dem ,,Problem der verbo-
genen Miinze* erstellten Baumdiagramme in Abb. 3
und Abb. 4, so fallt auf, dass sich diese dhneln. Da die
Gewinnwahrscheinlichkeiten a bzw. e von Abel je-
weils fest sind, konnte er auch abwechselnd zwei ver-
bogene Miinzen werfen, die auf einer Seite mit ,,Sieg*
und auf der anderen mit ,,Niederlage* gekennzeich-

net sind. Durch Ahnlichkeiten in Baumdiagrammen
kénnen Schiilerinnen und Schiiler also Gemeinsam-
keiten und Unterschiede zwischen Modellierungen
verschiedener stochastischer Situationen finden.

Wie in diesem Kapitel beschrieben, nimmt das
Baumdiagramm in den vier Phasen des Problemlo-
sens unterschiedliche Rollen ein. Dabei treten As-
pekte verschiedener Heurismen in Erscheinung die
im nichsten Kapitel néher betrachtet, erginzt und
mit den in der Literatur beschriebenen Heurismen® in
Verbindung gebracht werden.

4 Das Baumdiagramm
als heuristisches Werkzeug

Beim Verstehen der Aufgabe nimmt das Baumdia-
gramm zunichst die Rolle einer informativen Figur
ein, die zu den heuristischen Hilfsmitteln gezahlt wird.
Eine informative Figur ist allgemein eine sinnvolle
und reichhaltige Skizze, in der Beziehungen und Infor-
mationen, die durch den Aufgabentext gegeben sind,
strukturiert und {ibersichtlich dargestellt werden (Bru-
der & Collet 2011, S.46-56). Das Baumdiagramm
nimmt ,,bei der Erfassung mehrstufiger Vorginge in
der Stochastik eine analoge Funktion im Modellie-
rungsprozess wie die Planfigur in geometrischen An-
wendungsaufgaben ein® (Kriger et al. 2015, S. 131).
Im ,,Problem der verbogenen Miinzen“ und dem
,» Lennis Problem™ unterstiitzt das Baumdiagramm als
informative Figur das Aufstellen von Gleichungen,
die mithilfe der Pfadregeln ermittelt und im weiteren
Bearbeitungsprozess verwendet werden konnen. Wie
anhand des Beispiels ,,Einsen vor der ersten Sechs*
verdeutlicht wurde, konnen Baumdiagramme als in-
formative Figuren auch helfen, Invarianten oder Sym-
metrien zu finden und bilden somit eine Briicke zur
Arbeit mit Heurismen, die zum Aufstellen eines Plans
beitragen konnen. Invarianten sind dabei Grofen, die
sich nicht &ndern. Der Begriff Symmetrie ist hier wei-
ter zu fassen, als nur geometrische Symmetrien von
Zufallsgeréten, wie sie beim Wiirfel oder bei der Miin-
ze in idealisierter Form auftreten. Im Beispiel ,,Einsen
vor der ersten Sechs® ist die Symmetrie des Wiirfels
zwar grundlegend flir den letzten vorgestellten Lo-
sungsweg, da die Eins und die Sechs wegen dieser
Eigenschaft als gleichwahrscheinlich angenommen
werden konnen. Fiir die Entwicklung des Plans ist die
Symmetrie des Wiirfels allerdings nicht ausreichend.
Erst die Einsicht, dass die Ereignisse ,,das Zufallsex-
periment endet mit einer Eins“ und ,,das Zufallsexpe-
riment endet mit einer Sechs™ gleichberechtigt sind,
oder anders ausgedriickt, dass mit dieser Einsicht eine
gewisse Symmetrie in diesem Zufallsexperiment ge-
funden werden kann, fiihrt hier zum Ziel. Das Baum-




diagramm bietet als informative Figur also einen
Ausgangspunkt dafiir, ein Problem aus einem anderen
Blickwinkel zu betrachten, indem es hilft Strukturen
zu finden, die dem Zufallsexperiment zugrunde gelegt
werden konnen. Oft ist es niitzlich, vorher auf die fiir
die Problemstellung relevanten Pfade zu reduzieren.
In dem folgenden klassischen Problem aus der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung geniigt eine Reduktion allei-
ne jedoch nicht, um eine Losung zu finden.

Das Geburtstagsproblem: Wie grofs ist die Wahrschein-
lichkeit, dass in einer Gruppe von s Personen mindes-
tens zwei Personen denselben Geburtstag haben? (vgl.
z. B. Engel 1987, S. 39)

Ein vollstindiges Baumdiagramm, das alle mogli-
chen Geburtstagskombinationen abbildet, bestiinde
in dieser Situation aus s Stufen. In der s-ten Stufe
wéren 365 Pfade zu zeichnen. Die relevanten Pfa-
de lassen sich hier nicht geschickt zusammenfassen,
sodass die gesuchte Wahrscheinlichkeit anschlieBend
mit wenig Aufwand berechnet werden kann. Anders
sicht es aus, wenn das Gegenereignis ,,alle Personen
haben an unterschiedlichen Tagen Geburtstag® be-
trachtet wird. In diesem Fall kénnen, wie in Abb. 7
in jeder Stufe alle Tage zusammengefasst werden,
die noch nicht belegt sind. Die Wahrscheinlichkeit
fiir das Gegenereignis lésst sich dann leicht mit der
Pfadmultiplikationsregel berechnen.

die tibrigen
362 362 Tage
366

apE T die tibrigen

365 0 00 364 364 Tage
365 365

die tibrigen
363 363 Tage
365

Abb. 7: Baumdiagramm zum Geburtstagsproblem

AnschlieBend muss die gesuchte Wahrscheinlichkeit
durch Subtraktion der Wahrscheinlichkeit des Ge-
genereignisses von Eins berechnet werden. Neben
der Reduktion kann es fiir die Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten am Baumdiagramm also auch vorteil-
haft sein, die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses
zu untersuchen. Dabei wird ausgenutzt, dass sich die
Wahrscheinlichkeiten von Ereignis und Gegenereignis
zu Eins summieren. Das Zerlegen der Gesamtwahr-
scheinlichkeit von Eins ist nicht nur im Zusammen-
hang mit der Gegenwahrscheinlichkeit ein niitzliches
heuristisches Prinzip. Allgemein versteht man unter
diesem Prinzip das Zerlegen eines komplexen Prob-
lems in Teilprobleme, die leichter zu tiberblicken sind
(Bruder & Collet 2011, S. 193). Ein Spezialfall stellt
die Fallunterscheidung dar, bei der es sich um eine
vollstédndige Zerlegung handelt. Das Zerlegungsprin-
zip findet im Zusammenhang mit mehrstufigen Zu-
fallsexperimenten auf zwei Arten Anwendung. Fiir das
Erstellen eines Baumdiagramms muss das mehrstufige
Zufallsexperiment zunéchst in seine nacheinander ab-
laufenden Teilexperimente zerlegt werden, die sich in

einem Baumdiagramm tibersichtlich darstellen lassen.
Eine weitere Zerlegung erfolgt, wenn die Ergebnis-
menge in jeder Stufe angegeben wird. Am einfachsten
stellt sich eine Zerlegung in alle moglichen Ergebnisse
des Zufallsexperiments dar, womit eine vollsténdige
Fallunterscheidung gemacht wird. Oft ist es aber auch
hilfreich, Ergebnisse zusammenzufassen beziehungs-
weise die Ergebnismenge direkt in disjunkte Ereignis-
se zu zerlegen und damit eine Reduktion durchzufiih-
ren. So konnen interessierende Wahrscheinlichkeiten
schneller berechnet oder Symmetrien erkannt werden.
Im Problem ,,Einsen vor der ersten Sechs* ist es bei-
spielsweise geschickt, in jeder Stufe die Ergebnisse 2
bis 5 zusammen zu fassen, da so die Symmetrie zwi-
schen Eins und Sechs erkannt werden kann.

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass das
Baumdiagramm als niitzliches Werkzeug beim Losen
stochastischer Probleme dienen kann. Schiilerinnen
und Schiiler lernen es als Arbeitsmittel im Stochastik-
unterricht im Kontext mehrstufiger Zufallsexperimen-
te kennen. Es muss somit nicht speziell fiir das Pro-
blemlosen erarbeitet werden. Welches Grundwissen
und -koénnen (Bruder et al. 2016, S. 56) im Zusam-
menhang mit Baumdiagrammen unverzichtbar ist, da-
mit es flexibel als heuristisches Werkzeug eingesetzt
werden kann, wird im folgenden Kapitel dargelegt.

5 Grundwissen und -konnen flr
den Einsatz von Baumdiagrammen
als heuristisches Werkzeug

In Kapitel 3 wurde anhand zweier Beispiele erlau-
tert, dass das Modellieren stochastischer Situationen
durch ein Baumdiagramm und damit als mehrstufiges
Zufallsexperiment ein wichtiger Bestandteil des Ver-
stehens stochastischer Problemstellungen ist. Damit
Schiilerinnen und Schiiler lernen, diesen Schritt be-
wusst durchzufithren, sollte im Unterricht zunéchst
die Darstellung eines mehrstufigen Zufallsexperi-
ments durch ein Baumdiagramm thematisiert werden:

., [Dies] stellt fiir Schiiler eine durchaus herausfor-
dernde Aufgabe dar, deren Schwierigkeiten Lehrende
nicht unterschdtzen diirfen. Daher sollten sie mit ihren
Schiilern die einzelnen Schritte dieses Modellierungs-
prozesses an ausgewdhlten Beispielen thematisieren,
ohne diesen gleich durch Wahrscheinlichkeitsangaben
zu erschweren. Damit wird der Fokus nicht auf das Be-
rechnen, sondern zuerst auf das Mathematisieren der
vorliegenden stochastischen Situation gelegt.* (Krii-
ger et al. 2015, S. 131)

Diese Phase der Modellierung kann durch die Fragen
,,Was lduft nacheinander ab?*, ,,Wofiir kann ich mich
entscheiden?* oder ,,Welche moglichen Ergebnisse
haben die Teilexperimente? (ebenda) unterstiitzt
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werden. Diese Fragen konnen Schiilerinnen und
Schiilern helfen einen Ansatz fiir die Modellierung
zu finden, indem sie dazu anregen, das Zufallsexpe-
riment in geeignete Teilexperimente bzw. Stufen und
die moglichen Ergebnisse zu zerlegen. Die Pfadre-
geln kommen zum Einsatz, sobald der Ubergang
vom realen Sachverhalt in die Modellebene vollzo-
gen wurde, wenn also sowohl die zusammengesetz-
ten Ergebnisse an den Enden der Pfade als auch die
Wabhrscheinlichkeiten an den entsprechenden Pfaden
notiert wurden (Kriiger et al. 2015, S. 135). Die Auf-
gabe muss vor deren Anwendung somit bereits ver-
standen und ein passendes Baumdiagramm gefunden
worden sein. Die Pfadregeln konnen, wie in Kapitel 3
beschrieben, sowohl beim Aufstellen, als auch beim
Durchfiihren eines Plans niitzlich sein.

Um einen flexiblen Einsatz von Baumdiagrammen zu
ermOglichen ist es niitzlich, diese in unterschiedlichen
stochastischen Situationen zu thematisieren und auch
Zufallsexperimente mit mehr als zwei Stufen zu un-
tersuchen. An dem zu Beginn dieses Artikels genann-
ten Beispiel ,,Mensch drgere dich nicht* (vgl. Kapitel
1) konnen Teile notwendigen Grundwissens zum Ein-
satz von Baumdiagramm als Werkzeug zum Problem-
l6sen behandelt werden: Auch wenn es im Fall von
zweil Wiirfen noch moglich ist, ein Baumdiagramm
zu zeichnen, das in beiden Stufen alle moglichen
Ergebnisse abbildet (und das damit 6 - 6 = 36 Pfade
umfasst), kann aufgrund der Miihseligkeit dieses Vor-
gehens und des Umfang des resultierenden Baumes
deutlich gemacht werden, dass es tibersichtlicher sein
kann, nur Teile des Baums zu untersuchen oder Er-
gebnisse zusammenzufassen. Die Reduktion lasst sich
an diesem Beispiel also gut thematisieren. Besonders
iibersichtlich ist ein Baumdiagramm wie in Abb. 8, in
dem nur zwischen den Ereignissen ,,Sechs® und ,,kei-
ne Sechs* unterschieden wird.

keine 6 6

keine 6 6 keine 6 6

Abb. 8: Reduziertes zweistufiges Baumdiagramm
zum Spiel ,Mensch argere dich nicht®

Wie im ,,Tennis Problem® ist auch hier eine weite-
re Reduktion mdglich, indem auf die grau geférbten
Pfade verzichtet wird. Wurde bereits im ersten Wurf
eine Sechs geworfen, so handelt es sich, unabhingig

vom Ausgang des zweiten Wurfs, um ein gilinstiges
Ergebnis. Die Niitzlichkeit der Reduktion wird noch
deutlicher, wenn Zufallsexperimente mit mehr als
zwei Stufen untersucht werden. Fiir die Berechnung
der Wahrscheinlichkeit, spatestens im dritten Wurf
eine Sechs zu werfen, wire ein vollstindiges Baum-
diagramm uniibersichtlich und aufwendig zu erstel-
len (hier wiren 6° = 216 Pfade zu zeichnen).

Auch die Strategie, das Gegenereignis zu untersu-
chen und damit einen anderen Blickwinkel einzuneh-
men kann an diesem Beispiel motiviert werden. Fragt
man nach der Wahrscheinlichkeit, in drei Wiirfen
mindestens eine Sechs zu werfen, so ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Gegenereignis ,,keine Sechs in

drei Wirfen* schnell durch (%)z berechnet und die

gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich durch Sub-
traktion dieses Wertes von Eins.

Beide Beispiele beinhalten den Wurf eines Wiirfels.
Neben dem fairen Wiirfel sind fiir den Stochastikun-
terricht auch die ideale Miinze, das Gliicksrad und das
Ziehen von Kugeln aus einer Urne von Bedeutung.
Diese Zufallsgeréte eignen sich in ihrer idealisierten
Form, um sehr viele stochastische Situationen zu mo-
dellieren und sollten deswegen im Unterricht thema-
tisiert werden. Dabei kann auch darauf eingegangen
werden, dass es durchaus moglich ist, eine Sachsi-
tuation durch verschiedene Modelle zu beschreiben,
da die Modelle sich ineinander iiberfiihren lassen:
Betrachten wir noch einmal das Spiel ,,Mensch érge-
re dich nicht“. Statt dreimal zu wiirfeln konnte man
auch dreimal aus einer Urne mit einer roten und fiinf
schwarzen Kugeln mit Zuriicklegen ziehen und die
Wabhrscheinlichkeit berechnen, mindestens eine rote
Kugel zu ziehen. Die Baumdiagramme wiren (bis auf
die Bezeichnungen der Ereignisse) dieselben. Im Zu-
sammenhang der Urnenziehungen sollte auch das Zie-
hen mit und ohne Zuriicklegen unterschieden werden.
Die Kenntnis verschiedener Modelle hilft das fiir eine
Sachsituation passende zu finden. Dabei ist es wichtig,
dass Schiilerinnen und Schiiler zwischen einer Sachsi-
tuation und einem stochastischen Modell unterschei-
den lernen. Um zu verhindern, dass Baumdiagramme
und die damit verbundene Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten ausschlieBlich mit Laplace-Modellen
verbunden werden, sollten auch reale Sachverhalte
untersucht werden, in denen Wahrscheinlichkeiten
durch relative Haufigkeiten oder aus Erfahrungen ge-
schitzt werden (Kriiger et al. 2015, S. 146).

Auch wenn die hier aufgefiihrten Elemente eines
Grundwissens und -kénnens kleinschrittig erscheinen
mogen, ist es wichtig, dass mehrstufige Zufallsexpe-
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rimente und deren Visualisierung im Baumdiagramm
mit Sorgfalt unterrichtet werden. Aus der Mathe-
matikdidaktik weil man im Zusammenhang mit
anderen Visualisierungen, dass es richtig ist, ,,wenn
Veranschaulichungen auch als Lernstoff angesehen
werden und nicht als Bildmaterial, das den Kindern
gleichsam von Haus aus voll vertraut ist“ (Winter
2016, S. 191). Selbst wenn Schiilerinnen und Schiiler
Baumdiagramme eventuell schon in einem anderen
Kontext, wie der Kombinatorik in der Grundschu-
le, kennen gelernt haben, sollte also trotzdem keine
Selbstevidenz unterstellt werden. Die immer wie-
derkehrende Verwendung von Baumdiagrammen als
Mittel zur Visualisierung mehrstufiger Zufallsexpe-
rimente hilft, dass diese langfristig ,,mehr Lernhilfe
als Lernstoff sind* (Dreher & Holzédpfel 2021, S. 6).

Nachdem Baumdiagramme im Kontext mehrstufi-
ger Zufallsexperimente eingefiihrt wurden, kdnnen
sie anschlieBend immer wieder in verschiedenen
Themenbereichen eingesetzt und weiterentwickelt
werden. Dies ist wichtig zum Wachhalten des bisher
erworbenen Grundwissens und -konnens. Thr erneu-
tes Aufgreifen ist beispielsweise bei der Behandlung
von bedingten Wahrscheinlichkeiten zu empfehlen.
In diesem Zusammenhang sollten Haufigkeitsdop-
pelbdume genutzt werden (Binder et al. 2018). Diese
enthalten neben den Wahrscheinlichkeiten auch die
erwarteten Haufigkeiten einer fiktiven Populations-
groBe, wodurch eine inhaltliche Deutung sowie ein
besseres Verstandnis von bedingten Wahrscheinlich-
keiten ermoglicht werden kann. Fiir die spezielle
Problemklasse der bedingten Wahrscheinlichkeiten
werden in der Literatur hdufig alternative Visualisie-
rungen empfohlen’. Besonders herausgehoben wird
dabei das Einheitsquadrat, da gesuchte Wahrschein-
lichkeiten in diesem dynamisch betrachtet werden
konnen. Baumdiagramme bieten jedoch gegeniiber
alternativen Visualisierungen den Vorteil, dass sie
bereits von der Modellierung mehrstufiger Zufallsex-
perimente bekannt sind (Krtiger et al. 2015, S. 191).

6 Fazit

Das Baumdiagramm ist ein universelles Arbeitsmit-
tel, das zum Einsatz kommt, wenn mehrstufige Zu-
fallsexperimente untersucht werden. Es vereint As-
pekte verschiedener Heurismen und kann so als Werk-
zeug in Schiilerhand Bearbeitungsprozesse stochas-
tischer Probleme auf vielfiltige Weise unterstiitzen.
Dabei bietet die Arbeit mit Baumdiagrammen viele
Vorteile (auch gegeniiber anderen Visualisierungen).
Sie lassen sich leicht skizzieren und sind somit ad
hoc einsetzbar. Aulerdem konnen sie auf die fiir die
Losung der Aufgabe relevanten Elemente reduziert

werden und sind somit &duferst tibersichtlich. Wurde
die durch eine Problemstellung gegebene Sachsitu-
ation durch ein Baumdiagramm modelliert, konnen
verschiedene Aspekte des Problems gleichzeitig er-
fasst, wahlweise fokussiert aber auch miteinander
verkniipft werden. Weiter bieten die eng mit dem
Baumdiagramm verbundenen Pfadregeln ein Verfah-
ren zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, dass
auf verschiedene Kontexte iibertragen werden kann
und somit vielfaltig einsetzbar ist. Zusammenfassend
kann konstatiert werden, dass durch den Einsatz von
Baumdiagrammen als heuristisches Werkzeug nicht
nur die Bewiltigung von Anforderungen an die geis-
tige Beweglichkeit unterstiitzt werden kann, son-
dern auch Wege zu heuristischen Prinzipien erdffnet
werden. So erlaubt es, wie im Problem ,,Einsen vor
der ersten Sechs®, Strukturen zu finden, die dem Zu-
fallsexperiment zugrunde liegen und mit deren Hilfe
auch schwierigere stochastische Probleme elegant zu
16sen.

Danksagung: Wir danken den Gutachtern fiir die
hilfreichen konstruktiven Hinweise und Kommenta-
re.

Anmerkungen

1 Der Begriff ,,Zufallsexperiment wird von einigen
Autoren kontrovers diskutiert (Sill 2010, S. 2—4). Da
er aber im schulischen Stochastikunterricht sehr ver-
breitet ist, wird er auch in diesem Beitrag verwendet.

2 Polyasetzt mit seinen Werken Anfang des 20. Jahrhun-
derts einen Meilenstein in der Problemléseforschung.
,»30 gut wie alle nachfolgenden mathematischen und
mathematikdidaktischen Werke zum Problemldsen
[...] beziehen sich explizit auf Polyas Werke zum Pro-
blemlosen.* (Rott 2013, S. 45).

3 Fiir Varianten dieser Aufgabe und einen weiteren Lo-
sungsweg auf Universitédtsniveau siche Henze (2019).

4 Formal liegt dieser Begriindung die folgende Rech-
nung zugrunde: Die Menge aller moglichen Ergebnis-
se wird danach zerlegt, wie der erste Wurf ausgeht,
wobei zwischen den Ausgidngen 1, 6 und ,,weder 1
noch 6 unterschieden wird. Mit der Formel der tota-
len Wahrscheinlichkeit gilt dann

P(4)=—¢- P4

,1im 1. Wurf«)

+z- P4

,0im 1. Wurf “)

b o~ o=

+z - P4

,weder 1 noch 6 im 1. Wurf ).

Wegen P(4],,1im 1. Wurf*) =1 und
P(A4|,,6 im 1. Wurf*) = 0 kann diese Wahrschein-
lichkeit einfacher geschrieben werden:

P(A) = % + % . P(A|,,Weder 1 noch 6 im 1. Wurf“)

10



Weil die Wahrscheinlichkeit eine Eins vor der ersten
Sechs zu werfen unter der Bedingung, dass im ersten
Waurf eine der Zahlen 2 bis 5 geworfen wurde, genau-
so grof3 ist, wie zu Beginn des Experiments gilt

P(A|,,weder 1 noch 6 im 1. Wurf*) = P(A4).

Zusammengefasst fiihrt das zu:

P(4)=¢+%- P(4).

Aufldsen nach P(4) liefert den Wert %

5  Weitere Probleme (inklusive Vorschldge fiir den Ein-
satz im Unterricht), die mithilfe von Invarianz- oder
Symmetrieiiberlegungen geldst und durch Baumdia-
gramme unterstiitzt werden konnen, finden sich in
Henze et al. (2021).

6 In der Literatur werden verschiedene Kategorisierun-
gen fiir Problemldsestrategien vorgeschlagen. Hier
wird die von Bruder und Collet (2011, S. 36) beschrie-
bene Einteilung in heuristische Hilfsmittel, Strategien
und Prinzipien zugrunde gelegt, da es sich bei dieser
um ,,[d]as (vermutlich) bekannteste Klassifikations-
system* handelt (Rott 2013, S. 82).

7  Mogliche Alternativen sind Doppelbdaume, Vierfelder-
tafeln, Venn-Diagramme, Einheitskreis, Einheitsqua-
drate oder das Héufigkeitsnetz (Bea & Scholz 1995;
Binder et al. 2021; Bocherer-Linder & Sturm 2021).
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